Compresia fractald a imaginilor

COMPRESIA FRACTALA A IMAGINILOR

1. Introducere

Compresia fractald a imaginilor ("Fractal Image Compression" - FIC) este o metoda relativ noud, descrisa
pe scurt de urmatoarele caracteristici:

Este o metoda de compresie cu pierderi ("lossy")

Este o metoda promitatoare, superioara (pentru rapoarte de compresie mari) standardului JPEG.
Fractalii implicati in FIC sunt Sisteme de Functii Iterate (IFS).

Este o forma de cuantizare vectoriala care foloseste un dictionar virtual ("virtual codebook™).
Imbunititirea rezolutiei este o caracteristici importanta, dar totusi NU poate ajuta la obtinerea unor
rapoarte de compresie exagerate.

6. Comprimarea este lenta iar decomprimarea este rapida.

7. Metoda este patentata.

kv -

Nasterea geometriei fractale este legatd de numele matematicianului Benoit B. Mandelbrot, care a
publicat in 1977 lucrarea "The Fractal Geometry of Nature", titlu de referintd in domeniu. Lucrarea a
enuntat o teorie importantd: geometria traditionala, bazatd pe linii drepte si suprafete netede, nu se
aseamand geometriei naturii (copacilor, norilor, muntilor), spre deosebire de geometria fractalilor, cu
muchiile lor curbe si detalii "ad infinitum".

eqeiwye

dispozitie un sistem matematic capabil sd genereze peisaje artificiale dar care totusi aratd natural, iar
matematicienii - un intreg univers de entitati geometrice de studiat. Evident, matematicienii au inceput sa
caute existenta unor similitudini in cadrul acestei diversitati. John Hutchinson a demonstrat in 1981 ca
aceste similitudini existd, si anume In cadrul Teoriei Functiilor Iterate ("Iterated Function Theory").
Ulterior, Michael Barnsley a publicat renumita carte "Fractals Everywhere", in care prezintd teoria
"Iterated Function Systems" (IFS) si unde formuleaza "Collage Theorem". Aceasta enuntad proprietatile pe
care un IFS trebuie s le aiba pentru a putea fi folosit la reprezentarea unei imagini.

A aparut astfel urmatoarea problema: daca, pe de o parte, teoria fractalilor este utila pentru generarea unor
imagini cu aspect "natural", nu cumva poate fi folosita si In sens invers, la comprimarea imaginilor ?
(avand in vedere si faptul cd anumiti fractali din spatiul complex, foarte spectaculosi, se genereaza pe
baza unor ecuatii foarte simple). Pornind de la o imagine data, obtinerea unui IFS care o poate genera
(identic sau cat mai similar) a fost denumitd "the inverse problem". Aceastd problemd riamanea
nerezolvata.

Michael Barnsley afirma in 1988 ca a rezolvat problema folosind "Collage Theorem". El a patentat
metoda si a raportat rezultate spectaculoase (rapoarte de compresie 10.000:1), dar numai pe imagini care
erau construite manual. Deoarece algoritmul lui Barnsley este foarte lent si necesitd asistentd din partea
unui operator uman, patentul lui Barnsley este cunoscut sub denumirea ironicd de "Graduate Student
Algorithm":

acquire a graduate student

give the student a picture

and a room with a workstation

lock the door

wait until the student has reverse engineered the picture

open the door
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Rezultatele obtinute de unul dintre doctoranzii lui Barnsley au permis depasirea limitérilor drastice ale
"graduate student algorithm". Arnaud Jacquin renuntd la determinarea IFS pentru intreaga imagine,
propunand o variantd modificatd a IFS numitd "Partitioned Iterated Function Systems" (PIFS), de
asemenea patentatd, si realizeazd o implementare soft a algoritmului. Algoritmul nu era nici sofisticat,
nici rapid, insa era complet automat. Pretul platit este renuntarea la rapoartele de compresie spectaculoase
anuntate de Barnsley: pentru imagini color cu 24 bpp, rata de compresie obtinuta varia intre 8:1 i 50:1 in
conditiile unei calitati acceptabile.

Fractalii din cadrul FIC nu fac parte dintre cei din planul complex (cum sunt setul Mandelbrot sau seturile
Julia), ci din categoria IFS. Matematicianul Heinz-Otto Peitgen compara IFS cu o '"Multiple Reduction
Copying Machine" (MRCM), care reprezintd un copiator cu urmatoarele proprietati:

1. Existd mai multe sisteme de lentile, care creeaza copii multiple (posibil) partial suprapuse.

2. Fiecare sistem de lentile reduce marimea originalului.

3. Copiatorul opereaza in bucla, rezultatul unui pas fiind intrare pentru urmatorul. Ca imagine initiald se
poate alege orice.

Prima caracteristica defineste IFS ca fiind un sistem. Datorita celei de a doua, functiile unui IFS sunt
contractive. Cea de-a treia face IFS un sistem iterativ.

Asadar, un IFS este un set de transformari contractive care mapeazd o anumitd zond rectangulard in
regiuni mai mici ale ei. Pentru aceasta, aproape intotdeauna se folosesc transformari afine, care
translateaza, scaleaza si rotesc punctele planului.

Caracteristica importanta a IFS este ca evaluarea iterativa a setului de transformari (functionarea MRCM)
conduce spre o imagine unicd, numitd atractorul IFS-ului. Conform "Collage Theorem", atractorul este
complet independent de imaginea initiala.

Pentru o imagine care trebuie codificata, gasirea IFS-ului optim este cunoscutd sub numele de "inverse
problem". Dupd cum s-a ardtat anterior, aceastd problema nu a fost rezolvata. Pentru a putea face fata
diversitatii imaginilor reale (naturale) se folosesc PIFS. In PIFS, transformarile nu mapeazi intreaga
imagine In portiuni, ci mapeaza portiuni mai mari din imagine 1n portiuni mai mici, datoritd variatiilor
calitative ale imaginii (ex. alternanta nori — cer - nori). PIFS stabileste o legaturd intre portiuni din
imaginea initiala care au un aspect similar. Conform notatiei introduse de Jacquin, regiunile mari sunt
numite "domain" (D) iar cele mici "range" (R) - transformarile operand de la un "domain" la un "range".
Vom folosi in cele ce urmeaza notatiile de domeniu pentru “domain” si cea de codomeniu pentru
“range”. Am preferat aceasta solutie pentru avantajul de a indica faptul ca transformata fractala din cadrul
PIFS se aplica unui domeniu si rezultd un codomeniu. in mod riguros ar trebui folosit de fiecare dati
termenul de bloc domeniu respectiv bloc codomeniu dar, din motive de simplificare a expunerii nu vom
repeta uneori si bloc, presupunand ca acest lucru este subinteles. E necesar ca fiecare pixel din imaginea
originala sa apartind cel putin unui codomeniu. Dispunerea codomeniilor in cadrul imaginii constituie
partitionarea imaginii.

Deoarece acest sistem de mapdri este contractiv, prin iteratii el va converge rapid spre atractorul siu.
Construirea PIFS consta tocmai in gasirea perechilor codomeniu-domeniu si a transformarilor afine ce
realizeaza maparile optime.

Prin urmare, o codificare fractala a unei imagini consta in:

1. Partitionarea imaginii (forma si pozitia codomeniilor)
2. Descrierea transformarilor afine (cate una pentru fiecare codomeniu)

Esenta procesului de compresie este gasirea perechilor codomeniu-domeniu pentru care eroarea de colaj
("collage error") - de reprezentare a unui codomeniu printr-o versiune transformatd a domeniului - este
minimd. Procesul de cautare este din acest motiv foarte lent. Desi teoria nu impune nici o restrictie asupra
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formei blocurilor, in practicd se considera doar forme patrate, dreptunghiulare sau triunghiulare doar
pentru a face problema abordabila.

In general gasirea unui PIFS bun pentru o imagine dati cuprinde urmatoarele etape:

Partitionarea imaginii in codomenii.

Alegerea setului de domenii.

Alegerea tipului de transformari ce vor fi folosite.

Selectarea unei metrici (distante) pentru blocuri (o masura a erorii).

Specificarea unei metode de determinare optima a perechilor codomeniu-domeniu.

E I S

Optimizarea fiecdreia dintre aceste etape este importantd si prezintd in continuare interes deosebit in
cadrul FIC. Cu toate acestea, se poate afirma ca principala problemd a FIC ramane cresterea vitezei de
codificare.

O imagine obtinutd prin achizitie prezintd o rezolutie determinatd de performantele dispozitivului.
Marirea imaginii prin soft ("zoom") nu ofera detalii suplimentare peste un anumit nivel, ci doar replica
valoarea pixelilor. Cu o imagine fractala lucrurile se comporta diferit: deoarece transformarile afine sunt
contractive d.p.d.v. spatial, la fiecare iteratie sunt create detalii suplimentare (are loc o crestere a
rezolutiei). Sunt create astfel detalii cu autoasemanare la orice nivel de rezolutie, pana la nivel
infinitezimal. Acest fapt conferd imaginilor fractale independentd de rezolutie. Din aceasta cauza, la
orice "zoom" intr-o imagine fractald, aceasta va ardta cum "este de asteptat”, fard efectul de bloc produs
de replicarea pixelilor. Trebuie atrasd insd atentia ca, in cazul imaginilor fractale, detaliile nu au fost
retinute ci au fost generate (evaluarea raportului de compresie pe baza unei imagini marite constituie o
posibila confuzie). In fapt, FIC reprezintd o modalitate avansatd de interpolare.

Comparatia FIC cu cuantizarea vectoriala_(CV) indica:

e CV: blocurile codomeniu si domeniu au aceeasi marime; IFS: blocurile domeniu sunt intotdeauna mai
mari.

e CV: blocurile domeniu sunt copiate farda modificari; IFS: fiecare bloc domeniu suferd o transformare
afina.

e CV: dictionarul este stocat separat de imagine; IFS: dictionarul nu este dat in mod explicit, ci cuprinde
portiuni din atractor pe masura ce acesta este generat in timpul iteratiilor (motiv pentru care e numit
dictionar virtual ("virtual codebook"). El nu exista separat de transformarile afine ce definesc un IFS.

e CV: dictionarul este comun pentru mai multe imagini; IFS: "dictionarul virtual" este specific pentru
fiecare imagine.

Existd o variantd a CV numitd "Mean-Removed Gain-Shape Vector Quantization", care permite §i
scalarea si deplasarea luminantei, variantd care apropie si mai mult cele doud domenii.

In procesarea de imagini se depun mari eforturi pentru a evalua (cuantifica) cit mai precis eroarea
prezenta intr-o imagine comprimata i apoi pentru a minimiza aceastd masura (discutabild) a erorii. Cele
mai des folosite criterii de evaluare a erorii sunt raportul semnal-zgomot SNR sau PSNR (in special),
eroarea medie patratica si eroarea medie absoluta.

Testele efectuate pentru a compara (d.p.d.v. al RSZ) JPEG si FIC aratd ca JPEG este mai bun pentru rate
mai mici de compresie, iar FIC este mai buna pentru rate mai mari de compresie, limita fiind de obicei in
jurul ratei de 40:1. Sustinatorii JPEG afirma ca aceastd valoare favorizeaza JPEG, intrucat peste aceasta
limitd imaginile sunt sever afectate de distorsiuni, ceea ce le face de cele mai multe ori inutilizabile
practic. Adeptii FIC, pe de altd parte, sustin ca SNR nu e un parametru de eroare potrivit si ca
distorsiunile au un aspect mult mai "natural" decat aspectul "rectangular" al JPEG, atat la rate de bit mici
cat si mari (observatie in principiu corecta dar neacceptatd unanim). Ceea ce lipseste este un parametru de
eroare usor de calculat si care sd reflecte fidel impresia subiectivd asupra subiectilor umani. Pana la
gasirea acestui parametru, ochiul uman este cel mai bun arbitru.
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2. Putina matematica

Céat de mare este un fractal? Cand doi fractali sunt similari unul altuia intr-un oarecare sens ? Existd mai
multe numere, asociate cu fractali, care pot fi folosite pentru a-i compara. Ele sunt de obicei denumite
dimensiuni fractale si reprezinta incercari de a cuantifica impresia subiectiva pe care o avem in legatura
cu cat de dens ocupa fractalul spatiul sdu metric. Dimensiunea fractald reprezintd o masura obiectiva
pentru a compara fractalii. Prezentdm in continuare cateva fundamente matematice in ceea ce priveste
dimensiunea fractald, conform cartii de referinta a lui Barnsley "Fractals everywhere".

Fie (X,d) un spatiu metric complet si fie A < H(X) un subset compact nevid al lui X. Fie € > 0. Notam
B(x,¢) sfera inchisa de raza ¢ si avand centrul in punctul xe X. Definim N(A,¢) ca fiind numarul minim de
sfere inchise de raza € necesare sd acopere A.

N(A,¢g) = cel mai mic Intreg pozitiv M astfel ca 4 c UZIB(xn ,E)
pentru un set de puncte {x,:n=1,2,... M} c X.

Ideea intuitiva aflata in spatele notiunii de dimensiune fractald este cd un set A are dimensiunea fractala D
daca

D
N(A, )= C (lj pentru o valoare pozitiva C
&

Riguros, avem urmaétoarea definitie:

Definitie Fie A cH(X) unde (X,d) este un spatiu metric. Pentru fiecare &> 0 fie N(A, &) cel mai mic numar
de sfere inchise de raza € necesare a acoperi A. Daca

{m( N(4,¢) )}

D=1j
lim In(1/¢)

-0

existd, atunci D este numitd dimensiunea fractald a lui A.

Vom folosim in continuare notatia D = D(A) si spunem "A are dimensiunea fractala D". Se poate arata
usor cd dimensiunea fractald a unui punct este 0 si a unui segment este 1.

Procesul de determinare a dimensiunii fractale este simplificat de urmatoarea teorema in care se
inlocuieste variabila reala € cu o variabila discreta €.

"The Box Counting Theorem" Fie A €H(R") si metrica euclidiand. Se acopera R" cu cutii inchise
patrate de latura (1/p") ca in Figura 1. Fie N,(A) numarul de asemenea cutii care intersecteaza
atractorul. Daca

)
D‘hm{ In(p") }

n—>0

@——

existd atunci A are dimensiunea fractala D.

In Figura 1 s-a reprezentat cazul spatiului bidimensional (m=2) pentru
p=3 si n=2. Folosind aceasta teorema rezultd usor cd dimensiunea
fractala a unei regiuni pétratice este 2.

Un exemplu tipic de fractal este "multimea lui Cantor" (C): pornind de la
intervalul [0,1] se elimind "treimile din mijloc". Aplicand teorema
anterioard pentru p=3, m=1 si avand N,(C) = 2".

Figura 1 Acoperire cu cutii inchise
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Figura 2 Triunghiul lui Sierpinski

. In(N (C . In( 2" In 2
D=hm{ n( N, ))}=hm{ n( )}_n

pares In(p") e In(3")) In3

Un alt exemplu pe care se poate aplica usor teorema anterioara este "triunghiul lui Sierpinski" (S) obtinut
prin Inlocuirea unui triunghi cu trei replici ale sale reduse la jumatate, reprezentarea sa fiind datad in
Figura 2a. In Figura 2b este reprezentata impartirea in cutii inchise de latura (1/2)" corespunzand cazului
m=2 si p=2 din Teorema in momentul n = 6. Rezultd cd avem nevoie de un numar de 3" asemenea cutii

rezultand
1. JIn(N,($))| 4. JIn(3"){ In3
D_l}ﬁl{ In(p") }‘l}gl{m( 2 )}‘ In 2

Dimensiune fractala pentru atractorii IFS

O teorema spectaculoasa care permite determinarea rapidd a dimensiunii unui fractal este urmatoarea,
care se poate aplica fractalilor obtinuti ca si atractori ai [FS.

Teoremi Fie {R";w;w,...,wy} un IFS hiperbolic si fie A atractorul sau. Fie w, o asemdanare avind
factorul de scalare s, pentru fiecare ne{l1,2,3,...,.N}. Daca IF'S este complet nesuprapus sau doar alaturat
atunci atractorul are dimensiunea fractald D(A), care este data de solutia unica a ecuatiei

D(4)
i|sn| =1, D(A)e[0,m]

n=l1

Daca IFS este suprapus, atunci D(A)<D unde D este solutia ecuatiei

D
i|5n| =1, 56[0,00)
n=1

Aceasta teorema ne permite determinarea rapida a dimensiunii fractale ca in exemplele urmatoare:

e privind "multimea lui Cantor" (C) ca si atractorul unui IFS hiperbolic

{ 1 1 %
[0,1]; w(x)= SX; Wy (X)=—x+—

3 3

obtinem avand s; = 1/3 si s, =1/3
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1 D(C) 1 D(C)
@ @ =1

In2

=2=3© = pCc)=—2
In3
regasind evident valoarea determinatd anterior.
e privind "triunghiul lui Sierpinski" (S) ca si atractorul
m unui IFS hiperbolic avem trei transformari cu factorii

de scalare s; =s,=s3= 1/2.

1 D(S) 1 D(S) 1 D(S)
(5) @ @ =1
In3

=3=2"" = D(S)=—
In2

regasind evident valoarea determinata anterior

e privind clasica "curba Koch" (K) ca si atractorul unui
IFS hiperbolic avem patru transformari cu factorii de
scalare s; = sy =s3=s4=1/3.

1 D(K) 1 D(K) 1 D(K) 1 D(K)
@ @ @ @ -
In4

=4=3"® = D(K)=—
In3

Se constatda ca dimensiunea fractalda a seturilor
considerate ca si exemple este fractionara (nu este un
numdr intreg). Aceasta valoare fractionara este cea care a
stat la baza introducerii termenului de fractal pentru

Figura 3 Curba lui Koch aceste seturi (figuri).




Compresia fractald a imaginilor

3. Comparatie cu alte metode

Compresia de imagini bazatd pe DCT si standardizata in JPEG este o tehnica de succes pentru rapoarte de
compresie de pana la aproximativ 40:1. Peste aceastd limita, aspectul de bloc devine pregnant iar
calitatea imaginii scade devenind inutilizabila in practicd. Eliminarea componentelor de frecventa ridicata
determina distorsiuni mari in cadrul imaginii, efectele fiind vizibile mai ales pe muchiile obiectelor din
imagine, aspect cunoscut sub numele de fenomenul Gibb.

Un alt dezavantaj al compresiei JPEG constd in dependenta de rezolutie a imaginii comprimate. In cazul
in care este necesara afisarea imaginii la o rezolutie superioara celei originale este necesard duplicarea
pixelilor, efectul de bloc devenind suparator.

Diferite puncte de vedere asupra compresiei fractale a imaginilor

Pe masura cresterii interesului pentru compresia fractald a imaginilor, cercetatorii au apropiat acest
domeniu de diferite alte domenii. Cele mai importante puncte de vedere propuse pentru abordarea
compresiei fractale a imaginilor au la baza asemanarea cu:

SISTEMELE CU FUNCTI ITERATE (IFS) - Asemenea sisteme sunt de fapt operatori in spatiul metric
si au fost introduse in matematica de o lucrare a lui Hutchinson in 1981 care a aratat ca au, ca si atractori,
subseturi fractale. Barnsley a intuit pentru prima data folosirea IFS in compresia imaginilor prin
descrierea imaginilor ca atractori. Arnaud Jacquin propune in 1989 o metodd care renunta la privirea
intregii imagini ca si un fractal si pune bazele PIFS ("Partitioned IFS"), moment care a constituit de fapt
inceputul unei noi directii de cercetare foarte promitdtoare in domeniul compresiei de imagini.

CUANTIZAREA VECTORIALA - Compresia fractali a imaginilor este foarte apropiati de un caz
particular de cuantizare vectoriald, numit “mean-removed shape-gain vector quantization” MRSG-VQ. in
MRSG-VQ un bloc este aproximat prin suma unei componente continue (constante) si o versiune scalata
a unui reprezentant din dictionar. Specificul compresiei fractale constd in aceea ca dictionarul nu este
prezent explicit la decodare, ci doar implicit prin transformarea fractald. Din acest motiv dictionarul mai
este numit si “dictionar virtual” ("virtual codebook").

Nici unul din aceste puncte de vedere nu este general (complet), toate impreuna contribuind la intelegerea
mai profunda a acestei tehnici si la dezvoltarea acesteia prin includerea de idei existente deja si care si-au
dovedit cu prisosinta utilitatea n acele domenii.

Alegerea modelului codor-decodor al FIC se face pe baza punctului de vedere al Sistemelor de Functii
Iterate (IFS), in timp ce pentru determinarea parametrilor codorului se adopta in principal punctul de
vedere al cuantizarii vectoriale.

4. Problema Inversa a Sistemelor de Functii Iterate

Fie (M,d) un spatiu metric al imaginilor digitale, unde d este o metrica - o masurd a distorsiunii, §i fie porig
o imagine care se doreste a se coda. Problema inversa a teoriei functiilor iterate este constructia unei
transformari de contractie a imaginii, definitd din spatiul (M,d) in el Insusi, pentru care g sd fie punct
fix. Notam F setul transformdrilor permise: un subset specific, definit a priori, al spatiului tuturor
contractiilor in (M,d).

Cerintele asupra transformarii T sunt urmdtoarele:
I s <1 astfel incat V u,veM d(z(p),t(v)) < sd(u,v) (D
si d (Morig, T(Morig) ) sa fie cat mai apropiata de zero 2)

Scalarul s este numit contractivitatea transformarii t. In aceste conditii, si considerand cd t are o
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Horig T T Hdecodat
—_—— Codor |__ .. .. —p—o| Decodor | _

T contractie

1 N
decodat = 1IM Nosoo T (
T(Morig ) = Horig K t N—> ].1.0)

Figura 4 Schema generala de codare-decodare FIC

complexitate mai micd decat imaginea originald, T poate fi privitd ca §i o codificare (cu pierderi) a
imaginii Horig -

Prin aplicarea repetatd a inegalitatii triunghiului in (M,d) si folosind contractivitatea lui t se poate arata ca
pentru orice imagine Ll i orice intreg pozitiv n avem:

1
d ( Horig » " (ﬂo) ) < Ed ( Horig !T(/uorig) )+ s"d ( Horig s+ Ho ) 3

Din precedentele doua relatii si considerand s < 1, observam ca, dupa un numar initial de iteratii, termenii
oricdrei secvente iterate de forma

{ tn=7"(Ho) }nx0 “4)

unde o este o imagine initiald oarecare, se grupeaza in jurul imaginii originale (rezultat cunoscut in
literaturd ca si "Collage Theorem). In spatiul imaginilor discrete cuantizate, secventa converge spre o
imagine stabila care, datoritd modului de constructie, se spune cé este fractala.

In raport cu cele prezentate anterior, considerim utile urmitoarele observatii:

1. Apropierea lui t"( o) de Horig este conditionatd de distanta d(porig, T(Lorig))-

2. Convergenta secventei L, depinde in mod esential de restrictia ca s sa fie mai mic decat 1.

3. Transformarea constantd T = g care are contractivitatea 0 si satisface In mod evident (1) si (2) nu
este in F deoarece suntem interesati doar de transformari care pot fi descrise pe un numar de biti mai
mic decat imaginea initiald - o cerinta esentiald pentru compresie.

Numim o asemenea transformare t din ¥ care satisface (1) si (2) un cod fractal pentru Lo, 1 spunem ca
Horig €ste aproximativ auto-transformabila in raport cu t. Aceastd terminologie are la baza faptul ca
imaginile obtinute prin aceasta procedura sunt rezultatul aplicarii iterative a unei transformari asupra unei
imagini initiale, procedura care este tipica generdrii de seturi fractale deterministe.

In Figura 4 se prezinta schema generala a unui sistem de codare-decodare fractala.

Observatia ca redundanta din cadrul imaginilor poate fi modelata prin autoasemanarea la nivel de blocuri
ne indreapta atentia spre o clasa de transformari avand forma generala:

ViueM, tw= 2 tWik= 2 t(Kin) (5)

0<i<N 0<i<N

unde P = {R;}<i<n reprezinta o partitionare a imaginii in N blocuri nesuprapuse numite “range”. Prin pg;
am notat restrictia lui p la “range”-ul R;. Obtinem astfel

w=2 Wik (6)

0<i<N

relatie care indica faptul ca imaginea este reuniunea restrictiilor sale la celulele partitiei. In relatia (5) T
reprezintd o transformare elementard de la un domeniu (“domain") D; la un codomeniu (‘“range”) R;.

Se considerd in cadrul FIC pentru 1; doar clasa transformarilor afine avand expresia cea mai generala
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AR
JLi] Lo

|V |=| e d; yi#H LD

\_J\_O s, | L1

de mapare a unui pixel avand coordonatele x,y si

intensitate i in pixelul avand coordonatele Xy; $i

intensitate 1i; printr-o transformare caracterizatd de

parametrii aj, bj, ¢, d;, e, fj, si §1 0;. Caracterul de bloc Figura 5 Exemplu de transformare afina

al unei transformari este dat de faptul ca transformarea

tuturor pixelilor unui anumit domeniu foloseste un acelasi set de coeficienti aj, b;, ci, di, €i, fi, si s 0i.
Semnificatia coeficientilor este oarecum diferita: a;, b;, ci, di, e;, si fi sunt responsabili de noua pozitie a
pixelului (modificare geometricd) iar s; si 0; de noua sa intensitate (modificare masica). De cele mai multe
ori coeficientii transformarii geometrice nu se dau explicit sub forma coeficientilor a;, bi, ¢, d;, €j, fi, ci
implicit prin descrierea pozitiei si orientarii domeniului in raport cu codomeniul.

Deci, pentru claritate, T; se poate scrie ca o compunere a doua transformari S; si Tj
Ti= Ti ] Si (8)

in care S; este numitd partea geometrica iar T; partea masicd a transformarii. O reprezentare a
transformarilor este datd in Figura 6.

S; T;
Wpi T Si(uini) > (TioSi)(Wpi)=1t(Wri

)y

(W)

Figura 6 Transformdrile realizate In cadrul FIC

Determinarea codului fractal t corespunzator unei imagini g va fi facutd prin determinarea
transformarilor elementare 1; independente una de alta. Codarea imaginii porig presupune gasirea, pentru
fiecare indice al partitiondrii 1, a transformadrii t; de la un domeniu D; la un codomeniu R; astfel incét
transformatul domeniului 7; (HorigIpi ) 5 fie cat mai apropiat de codomeniul initial porgTri In sensul metricii
considerate.

Partea geometricd a transformdrii S; realizeaza maparea imaginii din domeniul D; in codomeniul R;. In
cazul simplu, intalnit aproape exclusiv in practica, al mapdrii D = 2xB (injumatatire pe ambele axe) avem

__—1

—

-4 |
N
1 >

// —

-
blocuri domeniu blocuri codomeniu
undeva in cadrul imaginii acoperind intrega imagine

Figura 7 Principiul maparii domeniu — codomeniu
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(pe langa stabilirea pozitiei domeniului in cadrul imaginii)

(SuTrDxy = Si(Tpi ) = [ (WTDi D2x2y (1D )2x+1,2y (WD )2x2y+1 (WD Jax+1,2y+1 1/ 4. )

corespunzatoare medierii valorii celor 4 pixeli. Un exemplu de realizare a maparii domeniu— codomeniu
este ilustrat in Figura 7.

Partea masica a transformdrii T; este, in cazul cel mai intélnit, datd de o transformare liniard aplicata
unui bloc BxB

(TRyx =S piyx +0 (10)
in care s este un factor de scalare si o este un offset.

O solutie foarte des Intdlnitd este luarea in considerare (in cadrul transformarii geometrice) si a celor 8
transformari izometrice ale unui bloc de dimensiune BxB. Acestea sunt:

1. identitatea 5. reflexia fatd de a doua diagonala (x+y=B-1)
(L1H)yx = Hyx (isH)yx = HB-1-xB-1y
2. reflexia fatd de axa verticald (x=B/2) 6. rotirea in jurul centrului cu 90°
(2H)y,x = Hy,B-1-x (I61)yx = Hy,B-1x
3. reflexia fatd de axa orizontald (y=B/2) 7. rotirea in jurul centrului cu 180°
(131)yx = MB-1-yx (17H)yx = HB-1-y,B-1x
4. reflexia fatd de prima diagonald (x=y) 8. rotirea in jurul centrului cu 270°
(Iap)yx = Ky (is)yx = KB 1-yx

O reprezentare graficd a acestor izometrii este datd in Figura 8 iar in Figura 9 se prezintd exemplul de
aplicare a lor pentru (intreaga) imagine Lena (cu toate ca in practica izometriile se aplicd asupra unui bloc
si nu asupra intregii imagini). Cresterea dimensiunii "domain pool" prin considerarea celor 8 izometrii in
scopul Tmbundtatirii calitatii imaginii este o optiune unanim acceptata.

Figura 8 Cele 8 izometrii

Figura 9 Exemplu de aplicare a izometriilor
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5. Cresterea rezolutiei folosind Sisteme de Functii Iterate

O facilitate interesantd a FIC este independenta de rezolutie a imaginii comprimate, ceea ce permite
cresterea rezolutiei folosind IFS. Aceasta caracteristicd provine din aceea cd, in urma codificarii, rezulta
parametrii transformarilor din cadrul IFS, fara o legatura directd cu dimensiunea blocurilor asupra carora
se aplica transformarile. In acest fel, aplicAnd aceleasi transformiri unei imagini mirite se obtine o
versiune de asemenea maritd a imaginii codificate. Detaliile "noi" cu sigurantd nu sunt unele "originale"
ci unele construite dar, datoritd autoasemanarilor existente in imaginea originald, detaliile "create"
respecta "forma" imaginii, ele parand mult mai naturale decat cele care ar apare prin duplicarea pixelilor.
In Figura 10 prezentim o schemi a acestui proces. In mod evident, daci scopul este marirea rezolutiei si
nu compresia, este indicat a se renunta la cuantizarea coeficientilor transformatei.

_
|

codificare decodificare “zooming”

LTI

(determinarea PIFS) (iterarea PIFS) (iterarea PIFS)

Figura 10 Marirea rezolutiei folosind IFS

6. Determinarea parametrilor transformarii

In continuare ne vom concentra atentia doar asupra determindrii optime a parametrilor transformarii
masice (de luminantd), considerand transformarea geometrica deja aplicata.

Considerand doua blocuri de imagine D si R in ca Figura 11, avand intensitétile pixelilor d,d,,...,dn si
corespunzator ry,ra,...,In, expresia de minimizat (eroarea medie patraticd) devine :

E(D,R,s,o)zzi[ri ~(s-d; +o]] (11)

Deoarece E(D,R,s,o)2 este o functie de gradul 2 in raport cu s si cu o, avand coeficientul termenului de
grad 2 pozitiv, deci prezentdnd un minim, pentru a obtine minimul anuldm derivatele in raport cu acesti
parametri s §i o

11
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O ri=sed+o o
d; I
blocul domeniu blocul domeniu blocul codomeniu
D R
asa cum apare in avind dimesiune redusa asa cum apare in
imagine (aplicand si o izometrie) imagine

< Partea geometrica a transformarii > < Partea masica a transformarii >

Figura 11 Determinarea parametrilor s si o ai transformarii

| 0E(D,R,s5,0)° .

J{ é’E(DZ]E, s,0) _o (12)

Concret, folosind pentru E(D,R,s,0)” expresia (11) obtinem

iz[ri —(s-d, +O)](_di)zo
(13)
2.2[r, ~(s-d, +0)] =0
i=1
Izoland s si o obtinem sistemul
s->.d2+0-2.d, =2rd,
in=1 i=1 i:l (14)
S~Zdi +0-n =-Zri
i=1 i=1

Rezulta apoi usor valoarea lui s
S=—""r - (15)
n '(Zdizj_(zdij

(B )s (20
0=— ro|—s-|2.d 16
n L .Zzll I i J (16)
Bineinteles, dacad numitorul expresiei (15) este zero, consideram
(& )
szosio=—(2ri (17)
n i=1 )

. . . .. 2 .
Cu s si o date mai sus, expresia erorii E(D,R,s,0)” devine:

E(D,R) Zi{(i}' 2j+s-{s-[idi 2)—2-(2}@ j+o - 2-(2@)}0-{0 n —2-(55 j}} (18)

i=1 i=1 i=1 i=1

si respectiv o
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Evident, pentru a obtine compresie se vor aloca un numadr redus de biti valorilor s si 0. In acest scop,
aceste valori se vor cuantiza uniform rezultdnd S si 0 (de obicei cu 5 respectiv 7 biti).

7. Algoritmului neadaptiv de compresie folosind tehnici fractale

O descriere a algoritmului elementar de compresie fractala este:
Initializarea:
e Segmentarea imaginii - se imparte imaginea in blocuri de dimensiune fixa, de exemplu 8x8 pixeli.
Blocurile rezultate le vom numi blocuri codomeniu R;.
e Se creeazd o listd de blocuri domeniu D; de dimensiune dubla in raport cu blocurile codomeniu, prin
parcurgerea imaginii cu un pas 1 (de exemplu 1,4 sau 8) pe ambele directii. Aceste blocuri se

subesantioneaza (mediaza) pentru a avea dimensiunea egala cu codomeniile.
e Se calculeaza si memoreaza pentru fiecare codomeniu Xr; si il si pentru fiecare domeniu Zd; si >d?.

Cdutarea:
e Pentru fiecare codomeniu R se determind aproximarea optimd R = s D + o 1 astfel:

e Pentru fiecare domeniu D; se determind aproximarea optimd R = s D; + o 1.
e  Se determina Xrid;.
e Se determina conform formulelor (15) si (16) coeficientii reali s si 0.
e Se cuantizeazad uniform acesti coeficienti obtinand S $i 0.
e Se recalculeaza E(D;,R) folosind coeficientii cuantizati.

e Se determind domeniul Dy cu eroarea minima E(Dy, R) = min; E(D;, R).

e Se scriu in fisierul comprimat valorile cuantizate S si 0 si indicele domeniului ales (pozitia sa).

S-au indicat cu caractere mai mici unele recomandéri care duc la o implementare mai eficientd a
algoritmului. O problema a codificarii fractale este aceea ca selectia codomeniului se face dupa eroarea de
colaj care este diferitd de cea de la decodare, fapt care duce la o limitare a performantelor.

In Figura 12 se prezinti rezultatele obtinute in compresia fractald a imaginilor Lena si Peppers avand
dimensiunea 512x512 si 8 bpp. Codorul folosit prezintd urmatorii parametri:

dimensiune codomeniu = 8x8, fixa

dimensiune domeniu 16x16, fixa

pasul la considerarea domeniilor = 8 pe fiecare axa

cautare completd in multimea domeniilor

cuantizare uniforma cu 5 respectiv 7 biti pentru s si o (solutia uzuald)
considerarea celor 8 izometrii.

In acest caz avem 64x64 = 4096 codomenii si 63x63 = 3969 domenii. Dificultatea etapei de cautare
consta in necesitatea realizarii a 4096x3969x8 = 130.056.192 evaluari ale expresiei (18).

Raportul de compresie obtinut in acest caz este
Co NrBitiPePixel x DimensiuneBlocInPixeli
 NrBitiFactorScala + NrBitiOffset + log,[ Nrizometrii x NrDomenii]

(19)

In Figura 12 se prezinti si eroarea introdusi de procesul de codare fractal. Pentru o mai buni vizualizare,
imaginea s-a scalat astfel incat eroarea maxima sa fie adusa la nivelul maxim de negru. Se constatd ca
erorile sunt mai semnificative in zona detaliilor pronuntate, zonele uniforme (fara detalii) si cele cu detalii
medii reprezentandu-se foarte bine.

Particularizand pentru cazul nostru concret avem un raport de compresie

_ 8x (8x8) __ 12 el (20)
5+7+log,[8x(64x64)] 5+7+15

13
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i

Imaginea Peppers originala

Rap.Compr. 18.96 PSNR =31.32 dB

Eroarea de decodificare scalata

Figura 12 Rezultate ale algoritmului neadaptiv
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In implementare s-a ficut o simplificare codandu-se pe
cate 6 biti pozitia domeniului pe fiecare axd (desi pozitia
31, nefiind validd, nu va apare niciodatd - numarul de
domeniilor fiind de fapt 63x63 si nu 64x64 pentru a nu
depasi limita imaginii).

Se considera in continuare statistica pozitiei domeniului in
raport cu codomeniul. in Figura 13 se prezinti grafic
aceastd distributie, fiecare pixel al imaginii reprezentand o
realizare a acestei distributii (pe ambele axe ale figurii
domeniul de reprezentare este [-64,64]).

In Figura 14 se prezinti citeva corespondente domeniu-
codomeniu asa cum au rezultat ele in urma codificarii
imaginii Lena. Se constata din nou tendinta ca domeniul sa
fie apropiat codomeniului. Remarcdm perechile domeniu-
codomeniu de pe umar, din coltul dreapta-sus si de pe
borul palariei, asemanarea domeniu-codomeniu fiind in acest caz evidentd (in contextul transformarii
liniare permise). Aceastd tendinta de localitate a perechilor a condus la o metoda de crestere a vitezei de
codificare prin considerarea doar a unei cautdri locale (cu mici inrdutdtiri asupra caracteristicii rata-
distorsiune).

Figura 13 Statistica pozitiei codomeniu-domeniu

Accentuam pe baza acestei figuri cd, In urma cautarii in cadrul intregii imagini, aceasta se codifica
modeland fiecare bloc pe baza unei versiuni marite a sa, fructificand astfel autoasemdndarile din cadrul

imaginii.

Decodificarea consta in aplicarea iterativa a transformarii fractale asupra unei imagini initiale. Acest pas
determind caracterul de PIFS al metodelor fractale de compresie. Se constatad practic ca dupa mai putin de
10 iteratii, algoritmul atinge starea stabild atractor (atinge punctul fix al transformarii). Faptul ca starea
atractor nu depinde de imaginea initiald permite ca aceasta sa fie una oarecare. in Tabelul 1 prezentim
calitatea imaginii dupa fiecare iteratie in diferite cazuri de initializare i in Figura 15 evolutia sa grafica
(pentru imaginea Lena).

15
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Atractor | Imagine Iteratia
initiala 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Lena Negru 11.32| 16.18| 20.67| 24.97| 30.28( 31.25| 31.33| 31.33| 31.32( 31.32

Lena Peppers 16.02| 20.74( 25.17| 29.02| 31.15| 31.31| 31.32( 31.32| 31.32| 31.32
Peppers Negru 11.92| 16.80| 21.28| 25.34| 30.04| 31.46| 31.60| 31.61| 31.61| 31.61
Peppers Lena 15.70| 20.62| 24.77| 28.90| 31.32| 31.58| 31.60| 31.61| 31.61| 31.61

Tabelul 1 Convergenta procesului iterativ de decodificare (PSNR dB)

35

30 e —
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g 15
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10 i Negru -> Lena e pPeppers -> Lenali
5
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Num ar iteratii

Figura 15 Convergenta procesului iterativ de decodificare

In Figura 16 si Figura 17 prezentim imaginile obtinute dupa primele 5 iteratii in cazul decodificarii
imaginii Lena atat in cazul initializarii cu o imagine neagrd, cat si in cazul initializdrii cu imaginea
Peppers. Se constatd cresterea rezolutiei la fiecare iteratie in cazul initializarii uniforme. Dupa prima
iteratie se poate remarca faptul ca transformarea este definita la nivel de bloc si ca in cadrul unui bloc nu
existd inca detalii. Odata cu cresterea numarului de iteratii rezolutia creste, imaginea Tmbunatatindu-se in
detalii. Dupa cum era de asteptat, sistemul evolueaza spre acelasi atractor, remarcabil fiind Tnsa ca
evolutia este mai rapidd in cazul initializarii cu o altd imagine decéat in cazul initializarii uniforme.
Aceasta caracteristicd poate fi utild in cazul aplicarii acestei tehnici unei secvente video prin initializarea
decodificarii fiecarui cadru cu cadrul anterior. Cum, in general, cadrele sunt apropiate, convergenta
procesului de decodificare este o data in plus crescuta.

8. Algoritm adaptiv de compresie folosind partitionare quadro

Dupa cum se poate constatd din subcapitolul anterior, eroarea obtinuta prin acest algoritm este neuniform
distribuitd in cadrul imaginii: mai mica in zonele uniforme §i mai mare in zonele bogate in detalii. Pe de
altd parte, in cadrul algoritmului de codare fractala se impune ca domeniul sd fie dublul codomeniului
(desi nu este unica solutie din punct de vedere teoretic, este singura intalnitd in practicd) dar nu se face
nici o referire la marimea codomeniului.

Aceste considerente conduc la ideea de a folosi o partitionare adaptivd a imaginii (§i nu una fixa ca
anterior). In limita unei erori acceptate, zonele omogene ale imaginii se vor codifica folosind blocuri de
dimensiune mai mare, in timp ce pentru zonele bogate in detalii se va folosi o partitionare in blocuri de
dimensiune mai mici. In acest fel imaginea este codificati mai uniform din punct de vedere al erorii
(locale) dar codorul obtinut prezinta o rata de bit variabild. Un avantaj major al acestor metode adaptive
este acela cd se reduce numarul de biti necesari stocarii coeficientilor transformarii (avand mai putine
codomenii).

Solutia, devenita ulterior “clasica”, este aceea de partitionare folosind arbori quadro (“quadtree
partitioning”). In aceastd abordare se considerd pentru un codomeniu diferite dimensiuni cum ar fi 32,

16
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Imaginea initiald (negru) Iteratia 1 (PSNR 11.32 dB)

e

Iteratia 4 (PSNR 24.97 dB) Iteratia 5 (PSNR 30.28 dB)

Figura 16 Primele 5 iteratii ale secventei de decodificare Negru — Lena
(Iteratia 10 este prezentatd in Figura 12)
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Iteratia 4 (PSNR 29.02 dB) Iteratia 5 (PSNR 31.15 dB)

Figura 17 Primele 5 iteratii ale secventei de decodificare Peppers — Lena
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Figura 18 Un exemplu de aplicare a partitionarii quadro

16, 8, 4. Se incearca codificarea folosind blocuri de dimensiune maxima. Daca acest lucru nu se poate
face in limitele unui criteriu de eroare impus, blocul se divide in 4 fii si se incearca codificarea
independenta a fiecarui fiu. Acest procedeu de divizare poate continua pand in momentul atingerii
dimensiunii minime a blocului, cand codificarea se face pe baza acestei dimensiuni indiferent de
indeplinirea criteriului de eroare. Un exemplu de divizare este dat in Figura 18. Blocul (a), care nu
respecta criteriul de eroare, este divizat (b) in patru fii (c). Aceia dintre ei care nu respecta criteriul de
eroare sunt la randul lor divizati (d). Cei care respecta criteriul de eroare (blocul hagurat) sunt folositi ca si
codomeniu in cadrul PIFS.

O descriere algoritmica este datd in continuare:

Algoritm "quadtree':

1. Se alege o valoare a erorii medii patratice ca si criteriu limitd de eroare. Se aleg limitele pentru
dimensiunea blocului. Se partitioneaza imaginea folosind dimensiunea maxima a blocului.
2. Se initializeaza o stiva si se introduc in ea blocurile de dimensiune maxima.
3. Cat timp stiva nu este vida se executd urmatorii pasi:
e Se extrage din stivd un bloc codomeniu R si se cautd domeniul D pe baza caruia R poate fi
aproximat optim R =~ sD+o01. Se determina eroarea E(R,D).
e Daca criteriul de eroare este satisfacut sau daca dimensiunea blocului este cea minima, se scriu in
fluxul de date comprimat valorile s, o, izometria §i pozitia lui D.
o Altfel, se divide blocul in cele 4 blocuri fiu si se introduc aceste blocuri in stiva.

Desi algoritmul a fost descris 1n termenii implementarii unei stive, in practica de cele mai multe ori se
considera o implementare recursiva in care “stiva” algoritmului este inlocuita de stiva sistemului utilizata
de compilator pentru apelul (recursiv) de functii.

Algoritmul de determinare a domeniului optim prin cautare si transformarile considerate Tn maparea
domeniu-codomeniu sunt aceleasi ca si la algoritmul neadaptiv. Decodificarea se face de asemenea prin
aplicarea iterativa a transformarilor pe o imagine initiala.

Un avantaj al acestui algoritm este acela ca, prin alegerea de diferite valori pentru criteriul de eroare, se
pot obtine diferite rapoarte de compresie si calitdti ale imaginii putand astfel trasa, prin puncte,
caracteristica rata-distorsiune a metodei (prezentata In Tabelul 2 si in Figura 19). Un dezavantaj al acestei
metode constd in faptul cd nu se pot prescrie calitatea imaginii reficute si rata de bit (raportul de
compresie) dorite in mod direct.

Prezentam in Figura 20 imaginile obtinute prin considerarea pentru criteriul de eroare a valorilor 8 si 20
care au dus la obtinerea unor rapoarte de compresie de 39.59 respectiv 93.48 in conditiile unui PSNR de
30.10 dB respectiv 25.88 dB. Ca si 1n cazul algoritmului neadaptiv, pentru vizualizarea erorii imaginea a
fost scalata astfel incat erorii maxime s 1i corespunda nivelul maxim de negru.
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Lena Peppers
Toleranta Timp Raport PSNR Timp Raport PSNR
(sec) Compresie (dB) (sec) Compresie (dB)
2 304 20.50 30.87 292 20.23 30.86
4 220 27.21 30.78 246 23.94 30.80
6 181 33.07 30.51 191 30.84 30.58
8 159 39.59 30.10 156 37.58 30.24
10 128 46.76 29.46 136 43.37 29.75
12 112 53.52 28.85 123 48.78 29.27
14 100 59.83 27.28 108 54.84 28.74
16 88 69.88 27.28 96 63.04 27.90
18 77 79.65 26.77 85 70.86 27.03
20 66 93.48 25.88 76 80.19 26.39
22 58 108.23 25.27 63 95.56 25.48
24 47 134.08 24.43 53 115.68 24.59

Tabelul 2 Performantele metodei "quadtree" in functie de criteriul de eroare

Se constatd partitionarea diferitd din cadrul imaginii: In zonele uniforme codorul a ales blocuri de
dimensiune mai mare, iar in cele cu detalii blocuri de dimensiune mai mici (minimi). In cazul unui
criteriu de eroare mai restrictiv (primul caz in Figura 20) partitionarea a fost mai fina, eroarea obtinuta
mai mica, dar pretul platit a fost mai mare (in sensul numarului de biti necesari codificarii transformarii
tuturor blocurilor si implicit al raportului de compresie obtinut). Raportul de compresie poate fi crescut
suplimentar prin aplicarea unei codari entropice.

9. Compresia fractala a secventelor video

Aplicarea tehnicilor fractale in domeniul video este de data mai recentd, tehnicile fractale dezvoltandu-se
in contextul imaginilor alb-negru (in nivele de gri) statice. In principal, abordérile fractale ale compresiei
video au la baza urmatoarele:

® (Codare cadru cu cadru bazata pe tehnici fractale. Se folosesc uneori informatii de miscare pentru a
restrange (accelera) cautarea. Tehnica este o extensie simplistd a metodelor dedicate imaginilor statice
(Figura 21).
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Figura 19 Caracteristica Ratd-Distorsiune
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Figura 20 Rezultatele obtinute folosind codorul adaptiv bazat pe partitionare quadro
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P LTI P I o

T T T

M M+k; M+P M M+k; M+k, M+P

cadru cadru

Figura 21 Codare cadru cu cadru Figura 22 Codare de volum

e Codare de volum ("cube coding scheme"). Esenta acestor metode consta in extinderea sistemelor
PIFS de la 2D la 3D prin considerarea timpului (numarului de cadru) ca si a treia dimensiune si
determinarea unei mapari contractive (pe toate cele trei dimensiuni). Secventa de codat se imparte in
secvente de cadre denumite G.O.P. ("Group of Picture") care se codeazi impreund. In loc si se
imparta fiecare cadru in codomenii patratice, se imparte "volumul" unui asemenea G.O.P. in cuburi
codomeniu (mai general in paralelipipede, de cele mai multe ori dreptunghice) nesuprapuse care se
codifica ca si PIFS. Transformarile PIFS considerate mapeaza fiecare asemenea volum domeniu intr-
un volum codomeniu dupd cum se indica in Figura 22.
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