Elemente de teorie a informatiei

1. Cate ceva despre informatie la modul subiectiv
In cele ce urmeazi vom face cateva consideratii legate de informatie si masurare a ei. Dupa cum se
cunoaste informatia se masoara in biti. De asemenea si dimensiunea unei magistrale, registru etc. se
masoara tot in biti. Desi intre cele douad tipuri de biti (biti de informatie” si biti “hardware”)
existd o legatura, ele nu sunt tocmai identice. Chiar daca cele doud denumiri sunt oarecum fortate,
consideram ca este foarte utilda delimitarea mai clard a lor, utilizarea notiunii de bit in ambele

contexte (hardware si teoria informatiei) putand duce la confuzii importante.

Sa considerdim urmatoarea situatie. Un

dispozitiv hardware are o magistrala de 8 - é e | é
biti. In acest caz pare corect sd spunem ca E 451 EEEEE;E §
un fir al ei transmite un bit “de — 3 ——————— g
informatie” la fiecare tact. Dar daca, — 8 1 8
privind in interiorul  dispozitivului,
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constatam ca firul respectiv e legat la

masa mai transmite el ceva informatie la fiecare tact?

Sa considerdm un alt exemplu: dam cu banul. Putem spune cd la fiecare aruncare cu banul obtinem
un nou bit ’de informatie”. Dar, dupa ce am dat de 100 ori cu banul si a iesit de tot atatea ori stema,
mai obtinem oare aceeasi informatie la o aruncare? Mai are rost sd mai facem aruncari? Pare ca

informatia nou obtinuta scade pe masura ce stema devine in mod evident tot mai probabila.

Sé consideram ca avem o grupd de studenti si notele acestora la doud discipline la fel de importante.
Care dintre note este mai relevantd (sa zicem pentru un angajator): nota la disciplina la care toata
lumea a obtinut 10 sau la cea la care notele acopera o plaja mai mare? Altfel zis, care nota transmite

mai multa informatie?

Din toate exemplele de mai sus observam ca informatia este cu atdt mai mare cu cat exista o mai
mica probabilitate a evenimentului respectiv. Un bit “hardware” este doar suportul fizic pe care s-
ar putea transmite un bit “de informatie” daca predictibilitatea este minima — adicd daca
probabilitatile starilor 0 si 1 sunt egale (dupa cum se va demonstra la maximizarea entropiei). Daca

probabilitatile sunt mai dezechilibrate un bit “hardware” transmite mai putin decat un bit “de



informatie”. Remarcam faptul ca notiunea de bit "hardware” poate referi de exemplu si un bit al

unui fisier (care poate transmite §i el mai multa sau mai putind informatie).

2. Definitii
Cea mai cunoscuta masura a informatiei este cea care leaga informatia de probabilitate in mod

logaritmic astfel:
i(X;) =—log p(X)
In aceasti relatie X; indica un eveniment iar p; probabilitatea acestuia. In aproape toate cazurile

logaritmul se considerd a fi in baza 2. Aceasta definitie a informatiei este datorata lui Claude

Shannon, unanim acceptat ca “parintele teoriei informatiei”.

In figura aldturatda am reprezentat graficul acestei functii. Se observa ca

aceastd definitie corespunde cu observatiile anterioare, informatia

obtinutd pentru un eveniment sigur (de probabilitate 1) este nuld, ea °

crescand odata cu scaderea probabilitatii evenimentului.

Unitatea de masura a informatiei este bitul. Acesta reprezinta :

cantitatea de informatie care se obtine prin producerea unui eveniment 5 o,  o: os os 1

de probabilitate 0.5.

Se numesc surse discrete sursele care emit mesaje in forma discreta (spre deosebire de sursele care

emit semnale continue, analogice).

Simbol (literd) este elementul fundamental, ireductibil, care contine o informatie. Totalitatea
simbolurilor care pot fi generate de o sursa constituie alfabetul sursei. O succesiune finitd de
simboluri formeaza un cuvant iar multimea cuvintelor care pot fi formate cu un alfabet reprezintd o

limba.

Codarea reprezinta stabilirea unei corespondente intre cuvintele formate cu un alfabet si cuvinte

formate cu alt alfabet.

In ceea ce priveste sursele putem face urmatoarele caracterizari:
e 0 sursd discreta este cu memorie / fira memorie dupa cum probabilitatea de aparitie a unui

simbol depinde sau nu de simbolurile anterioare.



e 0 sursd este nestationara / stationara dupd cum probabilitatea simbolurilor generate depinde
sau nu de timp.

e 0 sursa este cu debit controlabil / necontrolabil dupa cum generarea de simboluri poate fi
opritd (intarziatd) din exterior sau nu. O sursd cu debit necontrolabil (de exemplu sursa
obtinutd prin esantionarea unui semnal analogic) ridica probleme legate de prelucrarea in

timp real.

In figura urmatoare prezentim cele 4 simboluri utilizate in cazul codului Morse (alfabetul sursei).
Avem de a face cu punct (sl), linie (s2), spatiu intre litere (s3) respectiv spatiu intre cuvinte (s4).
Acestea sunt singurele mesaje valide, care pot fi emise. Motivul pentru care am ales prezentarea
acestei surse este faptul ca 1n acest caz simbolurile au o reprezentare distincta, foarte diferita de la
un simbol la altul. Cu toate acestea consideram in prelucrarile legate de informatie cd sursa
genereazd 4 simboluri fird si ne mai intereseze reprezentarea fizicd a acestora. In cazul in care

sursa este un fisier avem 256 simboluri diferite, dar avand o reprezentare asemanatoare.
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3. Entropia
Sa consideram o sursa S care emite simboluri cu probabilitatile P:
[S]1 = [s1 s2 --- snl
[P1 = [P1 P2 --- pnl
Ne intereseazd sa evaludm cantitatea de informatie pe care o da sursa. Pentru aceasta se defineste

entropia sursei astfel:
H(S) = Z P i(s) = _Z p; log p,
i=1 i=1

Observam ca entropia reprezintd informatia medie pe simbol (o medie a informatiei obtinute
pentru fiecare simbol, media fiind una ponderata cu probabilititile de aparitie ale simbolurilor).
Entropia este deci egala cu incertitudinea medie apriori asupra evenimentelor [S]. Accentuam faptul
ca entropia este o0 masurd a informatiei emise de sursa in ansamblul ei §i nu a informatiei emise de

un simbol oarecare.



Din definitia entropiei observam ca ea este o functie continud §i simetricd in raport cu variabilele

Pi.

In continuare ne propunem sa determinam care este valoarea maxima a entropiei. Pentru aceasta
cautdm maximul functiei
n
H(S)=-) pilogp,
i=1

intre variabilele p; existand legatura (restrictia)

n
Z p—1=0
i=1
Pentru a cauta un extrem cu restrictii se foloseste metoda multiplicatorilor lui Lagrange. Se
construieste functia @

q):_Z”: p; log p; +/{Zn: Pi _1]

i=1 i=1

careia i se cautd extremul. Anulam derivatele partiale in raport cu variabilele p;

*®_,
op;
Obtinem astfel:
622 —logp, —loge+4=0
P,
9D _ _logp,-loge+i=0
op;
Prin simplificare se obtine:
log p; = log p;
adica:
Pi =P

Deoarece indicii 1 si J sunt oarecare relatia este valabila pentru orice 1 si J deci avem:
p=pP,=...= P,
Acest lucru dovedeste ca informatia transmisa de o sursd este maxima atunci cand simbolurile

sunt egal probabile.

S& consideram cazul In care sursa emite doar doud simboluri avand probabilititile p si 1-p.

Expresia entropiei devine in acest caz:

H(S)=—plog p—(1- p)log(l- p)

4



Reprezentarea grafica a acestei functii (ca functie de p) este data in figura urmatoare. Se observa ca
pentru p tinzand la 0 si la 1 functia tinde spre 0. Desi ea nu este definitd in aceste puncte (din cauza
logaritmului) putem considera prin conventie 010g0=0. Intuitiv acest lucru este corect, in cazul in
care o sursa emite un simbol cu probabilitate 0 (adicd nu il emite) acel simbol nu transmite

informatie.

Retinem ca pentru o sursd care emite doud simboluri informatia este maxima (si egala cu 1, adicad un
bit ”de informatie”) cand cele doua simboluri sunt egal probabile. Doar in acest caz emiterea unui

simbol (a unui bit "fizic”) transmite si un bit ’de informatie”.

Putem remarca o asemanare cu notiunea de entropie din fizica. Desi se numesc la fel cele doua
entropii nu reprezintd acelasi lucru. In fizicd entropia reprezintd o masura a agitatiei termice. In
teoria informatiei entropia reprezintd o masura a incertitudinii asupra unui eveniment. In ambele

cazuri entropia constituie o masura a dezordinii existente.

Se mai defineste redundanta sursei ca fiind diferenta intre entropia maxim posibild si cea reala
(cat emite sursa inutil):
Ry = Hyax (S)—H(S)

Daca dorim sa lucram in termeni relativi, putem utiliza notiunea de redundanta relativa:
___HEO)

© Hum(S)
In ambele relatii avem:

Hyax (S) =logn

corespunzand entropiei unei surse cu N simboluri si probabilitati egale de aparitie.



