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Abstract

Algoritmul de clasificare bazat pe conceptul SV (support vector) este considerat unul
dintre cei mai interesanti ai teoriei de invéatare statistica. Se pleacd de la un concept foarte
simplu de grupare a noului obiect la clasa fatd de care este cel mai apropiat (cu care este
similar). Ideea algoritmului consta in a gasi un spatiu de reprezentare al datelor de intrare in
care acestea sa fie liniar separabile si gasirea unui hiperplan optim care separd cel mai bine
cele doud clase. De obicei calcularea hiperplanului este imposibild si de aceea se merge pe
ideea de a calcula granitele de separare ale acestui hiperplan numite margini cu o anumita

eroare. In continuare ne vom referi si vom analiza doar clasificarea in doua clase.

1. Introducere

Una din problemele fundamentale ale teoriei invatarii este urmatoarea:
presupunem cd se dau doua clase de obiecte, apoi avem de-a face cu un nou
obiect care trebuie sa il atribuim uneia din cele doua clase. Aceasta problema ar

putea fi formalizata dupa cum urmeaza. Se dau datele empirice:
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Unde,  este o multime nevida din care sunt luate datele de antrenament x;.

Ideea in clasificare este de a generaliza datele de intrare astfel incat clasificarea
si functioneze si pe date necunoscute. Intr-un caz generalizat, dindu-se
informatii noi x, vrem sa ,,clasificam” cat mai bine iesirea corespunzatoare,
adica, sa alegem o iesire y astfel incat (x,y) sa fie intr-o oarecare masura
»similar” cu exemplele de antrenament. Pentru a masura similaritatea datelor

consideram o functie de forma k:yxy—>%R  (x,x") k(x,x") care pentru doua

date de intrare x si X’ intoarce un numar real ce caracterizeaza similaritatea lor.

Un caz simplu de masurd a similaritatii este produsul scalar definit astfel

N
(x,x'):=>"[x][x] , unde prin [x]; notdm intrarea i a vectorului x.

i=l
Un algoritm simplu de clasificare, pentru care presupunem ca datele noastre sunt
intr-un spatiu prehilbertian # Inzestrat cu produs scalar, clasificarea unui nou
obiect pe baza similaritatii acestuia, constd in masurarea distantei in acest spatiu.

Ideea de baza a algoritmului este de a atribui unei noi date de intrare clasa cu

media cea mai apropiata.
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Figura 1
In Figura 1 am prezentat un astfel de exemplu de clasificare unde c; si c.
reprezintd mediile celor doud clase (centrele de greutate), iar c:=(c. + ¢.)/2.
Calculam clasa lui x verificind daca vectorul diferentd x-c¢ are un unghi mai mic
decat /2 cu vectorul w := ¢, - c_dintre mediile claselor. Aceasta conduce la o

formula care poate fi exprimata in termeni de produs scalar:



y=sgn((x—¢)w)=sgn((x—(c, +c_)/2),(c, —c.)) = sgn((x,c+ )—(x,c)+ b) (2)

unde sgn este functia semn iar b reprezintd ofsetul si are valoarea

1 .
b=t e far =)

Observam ca, (2) induce o granitd a deciziei care are forma unui
,hiperplan”; adicd, o multime de puncte care satisfac o constrangere exprimata
sub forma de ecuatie liniard. Dacd renuntam la centrele claselor §i rescriem
expresia (2) in termeni de date de intrare Xx;, utilizand nucleul k pentru a calcula
produsele scalare (k:yxy— R (x,x") k(x,x")) obtinem o functie de decizie

mult mai generala pe baza careia se realizeaza clasificarea noilor paternuri [1] .

—sgn( > k(x x)-— Y(x, xi)+bj 3)

+ l‘y, +1 {‘yz 71}
Dandu-se cateva puncte x, etichetarea se calculeaza simplu maximizand

expresia (3). Simplificat functia de decizie ar fi conform [1]:

y= sgn(i ak(x,x,)+ bj 4)

P

Expasiunea lui y corespunde separarii hiperplanelor din spatiul trasaturilor
caracteristice. In acest sens, o; poate fi considerat reprezentarea duali a
vectorului normal la hiperplan. Ambii clasificatori din (3) se bazeaza pe
exemple in sensul in care nucleul este calculat pe baza datelor de antrenament;
adicd, unul din argumentele nucleului este o datd de antrenament. Un punct de
test este clasificat prin compararea lui cu toate punctele de antrenament care

apar in (4) cu o pondere diferita de 0.

2. Conceptul de ,,Support Vector”

Tehnica de clasificare pe care o abordam in acest articol deriva din (4) si
se bazeazd in special pe selectia datelor de intrare pentru calculul nucleului si
alegerea ponderilor o; care sunt plasate pe nucleele individuale in functia de

decizie. Nu va mai fi cazul ca toate datele de antrenament sa apara in calcularea



nucleului. In reprezentarea in spatiul trisiturilor caracteristice, aceasti afirmatie
se rezuma la studiul vectorilor normali w ai hiperplanului care pot fi reprezentati
ca si combinatii liniare generale( de ex. cu coeficienti neuniformi) ai datelor de
antrenament. De ex. vrem sd stergem influenta patter-nurilor care sunt foarte
departate de granita de decizie, fie cd ne asteptam ca ele sa influenteze foarte
putin generalizarea functiei de decizie, fie cd vrem sa reducem costul de calcul
a evaluarii functiei de decizie. Hiperplanul va depinde doar de o submultime de
patternuri de antrenament numit support vector.

Pentru a putea proiecta un algoritm de invatare al carui grad de eficienta
statistica sa poate fi controlatd, acesta trebuie sa vina cu o clasa de functii care
pot fi calculate. Asa cum este prezentat in [3], se considera in % hiperplane de

forma «w,x>+b=0undew [1#sib [] []

()
corespunzand functiile de decizie
Ax) = sgn(«<w,x> + b) (6)

si se propune un algoritm de invatare pentru probleme separabile (numite uneori
si probleme liniar separabile), prin construirea lui f* din datele de intrare. Acesta
se bazeaza pe doi factori: primul este ca din toate hiperplanele care separa date,
existd un hiperplan optimal unic, distins prin marginea maximad de separatie
dintre orice punct de antrenament si hiperplan, acesta fiind o solutie a:

msgﬂi,rblgﬂi?ze min{“x —xi|Hx eH, <w,x> +b=0,i= 1,...,m} (7)

iar al doilea, capacitatea de separare a claselor descreste cu incrementarea
marginilor. Deci existd argumente teoretice care sustin performantele bunei
generalizari a hiperplanului optim. In cazul de fat, trebuie sa calculim vectorul
normal care conduce la cea mai mare margine. Pentru a construi hiperplanul

optimal, trebuie sa rezolvam

L. 1
minimize r(w) = |w| ®)

cu conditia y;(iw,x» + b) > I pentru toti i=1,...,m. 9)



Aceste constrangeri asigura ca f(x;) va fi +1 pentru y; = +1 si -1 pentru y; = -1.
Expresia ,,>1” din partea dreaptd a constrangerii fixeaza eficient scalarea lui w.
De fapt, orice alt numar pozitiv o va face. Sa incercdm acum sd obtinem intuitiv
de ce trebuie sa fie minimizata lungimea lui w (Figura 2), ca in (8). Daca ||w|| ar
fi 1, atunci partea stangd din (9) va egala distanta de la x; la hiperplan (conform
(7)). In general, trebuie sa impartim y;(«w,Xp + b) prin ||w|| pentru a transforma
aceasta in distantd. De acum incolo, daca putem satisface (8) pentru toti i=1,..,m
cu un w de lungime minima, atunci marginea totald va fi maximizata.

Functia t din (8) este numitd functia obiectiv, in timp ce (9) sunt numite
inegalitdtile de constrdangere. Impreuni, acestea formeaza asa numita problemd

de optimizare cu restrictii.

\
" {x|«ow,x>+b=0}
Figura 2

3. Calcularea marginii hiperplanului

In practica, hiperplanul de separare nu este intotdeauna cea mai buni
solutie a problemei de clasificare. Dupd toate, o valoare aberantd in datele de
intrare, de exemplu o valoare care este etichetata gresit, poate afecta crucial
hiperplanul. Ideea naturald este de a gasi un hiperplan care conduce la minimul
de erori de antrenament. Solutia este de a gasi o serie de constrangeri pe baza

carora sd se poatd determina acei SV care stau pe marginile hiperplanului de



separare. Utilizand multiplicatorii Lagrange si conditiile Karush-Kuhn-Tuker

(KKT) (conform [1] ) rezulta urmatoarele constrangeri:

%L(w,b,a)zo si%L(w,b,a)zo (10)
conducand la iaiy, =0 si w= iaiy,.x,. (11)
i=1 i=l
1 m
unde, L(W,b,a) = 5”“’”2 =2, (v, ((x;,w) +b) = 1) (12)
i=1

Vectorul solutie este o expansiune in raport cu o submultime de date de
antrenament, anume acele date cu o; diferit de zero, numite vectori suport.
Alaturi de conditiile KKT,

ai[yi (<« xyw» +b)— 1] =0 pentru toti i=1,...,m (13)
vectorii suport stau pe marginea hiperplanului. Toate exemplele de antrenament
ramase (X;,y;) sunt irelevante: restrictiile lor y; ( ¢ x;w » + b ) — I>I (conform 8)
pot fi foarte bine eliminate si nu apar in expansiunea (11). Deoarece hiperplanul
(conform figuri 2) este complet determinat de catre paternurile cele mai

apropiate de el, solutia nu ar trebui sd depinda de celelalte exemple.

4. Trucul nucleu

Am explicat mai sus care este modalitatea de calcul a hiperplanului optim
in cazul in care datele de antrenament sunt liniar separabile. Daca acestea nu
sunt liniar separabile atunci ideea invatarii prin conceptul de SV este sa treaca
datele de antrenament din spatiul de intrare Intr-un spatiu de dimensiune mai
mare (in care datele devin liniar separabile) utilizand o functie de @: x;=2x;.
Aceasta permite o margine decizionald neliniara in spatiul de intrare. In toate
calculele de mai sus datele x; nu trebuie sd coincidd cu datele de intrare putand
foarte bine sa fie rezultatul maparii datelor de intrare x; intr-un spatiu de trasaturi
de o dimensiune mai mare. Prin utilizarea functiei nucleu (care mai este numita

si trucul nucleu) k(x,x,)=(x,x,)=(®(x),P(x;)) este posibil sd calculdim



hiperplanul de separatie fara a gasi efectiv functia de trecere in spatiul
caracteristicilor.

Trucul nucleu poate fi aplicat de vreme ce toti vectorii caracteristici apar
in produsele scalare. Vectorul ponderilor (conform (10)) devin atunci o extensie
a spatiului caracteristicilor si de obicei ® nu va mai corespunde imaginii unui

spatiu vectorial de intrare singular. Obtinem functiile de decizie de forma

S(x)= Sgn(i yiai<q)(x): (D(xi)> + bj = Sgn(i yiaik(x: xi) + b] (14)
i=1 i=1
si programul trebuie sa calculeze:
maxi)gnize W(a) =ia[ —%iaiajyiyjk(xi,xj) (15)
aci” i1 i=1
cu conditia o, , ;> 0 pentru toti i=1,..., m §i iaiyi =0 (16)

i=l1
Folosind nucleele in locul produselor scalare, clasificatorul pe baza
marginii optimale a fost schimbat intr-un clasificator de inaltd performanta. Un

exemplu de nucleu pentru care s-au obtinut rezultate foarte bune este nucleul

"2
polinomial k( x, x”) = «x, x’ »¢ sau nucleul Gaussian k(x,x")= exp(_”xz—xz")
o

5. Concluzii

In acest articol am prezentat o variantd generali a unui algoritm de
invatare utilizand conceptul ,,Support Vector” in cazul in care exista doar doua
clase. De obicei acesti algoritmi diferd prin valorile apriori care trebuiesc luate
in considerare. Acest algoritm poate fi generalizat pentru o clasificare in mai
multe clase, astfel se construieste o multime de clasificari binare £,....,/" pentru
antrenarea separat a unei clase fatd de restul claselor si se combind acestea
pentru a face clasificarea in mai multe clase. Aceasta varianta, desi da rezultate
bune, este criticatd pentru distribuirea mai degraba a problemelor nesimetric si
pentru cd implica o rezolvare euristica. O altd varianta este de a antrena

clasificarea pentru fiecare pereche posibila de clase. Desi aceasta sugereaza un



timp de antrenament mai vast, in probleme individuale avem apare un timp
semnificativ mai mic, iar dacd algoritmul de antrenament depinde de
dimensiunea multimii de antrenament, de fapt este posibil sa salvam timp.

In continuare autorii isi propun s dezvolte aplicatii ale acestor algoritmi

in cazul extrageri de cunostinte din date nestructurate.
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